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Abstract. Thisworkdescribes studyonthegeneitionof bicliquesofa graph.
We showthatit is NP-completao testwhethera subsebf theverticesof agraph
is part of a bicligue. We alsoshowthat there is no polynomial-timedelayalgo-
rithm for genemting all bicliquesin reverselexicographicorder, unlessP = NP,

Onthe otherhand,we describedifferent polynomial-timedelayalgorithmsfor

the geneation of bicliquesof a graph. We presentan algorithmthat geneiates
all bicliquesof a graphin lexicographic order. We also describean algorithm
that geneitesall non-inducedbicliquesof a graph. In addition, we propose
specializecefiicientalgorithmsfor geneiating the bicliquesof specialclasseof

graphs.

Resumo. Estetrabalhoconsistede umestudosobie a geracdo de bicliquesde
um grafo. Demonstamosque & NP-completodecidir se um subconjuntode
verticesde umgrafo € parte de umabicligue Demonstamostamtemquenao
existe algoritmo com atraso polinomial para a geragdo de todasas bicliques
emordemlexicograficareversa,a menojueP = NP. Por outro lado, desceve-
mosdiferentesalgoritmos, todoscom atraso polinomial, para a geracdo das
bicliquesdeumgrafo. Apresentamosmalgoritmoquegera todasas bicliques
em ordemlexicografica. Tamkem descevemosum algoritmo que gera todas
as bicliguesnéao induzidasde umgrafo. Aléemdisso,propomosalgoritmosefi-
cientespara a geracao debicliquesde classesspeciaigle grafos.

1. Intr oducao

1.1. DefinicOese Notagdes

SejaG = (V, E) umgrafo. Umaclique & um subconjuntale vérticesmutuamentedja-
centese um conjuntoindependenté um subconjuntale vérticesmutuamentaao adja-
centes.SejamX,Y C V taisqueX NY = 0. DizemosqueB = X UY &um conjunto

*Doutoradocombolsado CNPq.
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bipartido completode G, quandoambosX e Y sdoindependentes todoveérticede X
é adjacenteatodovérticede Y. Isto &, B induz um subgrafobipartidocompletoemG.
Dizemosque X eY sdopartesdo conjuntobipartidocompletoB. SeX,Y # (), enfoB
€ um conjuntobipartido completoproprio, i.e., B induzum subgrafobipartidocompleto
contendgpelomenosumaarestade G. Casocontiario, B € chamadaonjuntobipartido
completadeggenerado. Poroutrolado,dizemosgque B = X U'Y & um conjuntobipartido
completandoinduzidodeG, seX NY = (3, etodoveérticede X e adjacentatodoveértice
deY. Dizemosque B &umabicliqueinduzida- ou simplesmentemabiclique- deG, se
B & um conjuntobipartidocompletoproprio (induzido)de G e € maximalemrela@oa
estapropriedadeSeum conjuntobipartidocompletonaoinduzidoB = X UY & proprio
e maximal,enfiodizemosque B € umabiclique naoinduzidade G. Obsene queseG €
um grafobipartido,enfiotodabicligue naoinduzidaé tamkembiclique (induzida)de G.

A Figural mostraumabicliqgue e umabiclique nao induzida. Note que B =
{1,4,5} U {2} & um conjuntobipartido completoproprio (induzido) maximal do grafo
G, isto &, umabiclique. Poroutrolado, B = {1,4,5} U {2} est contidoem B’ =
{1,3,4,5} U {2}, um conjuntobipartidocompletoproprio (nao induzido) maximal,isto
€, umabicliquenaoinduzidadeG.

1 2 5
3 4 6
1 2 5 1 2 5
B B
4 3 4

Figure 1. Bicligue B induzida e biclique B’ nao induzida

Denotamogpor B o conjuntode bicliquesde G. Denotamogor n e m, respecti-
vamentep numerodevérticese dearestasle G.

1.2. Motivagao

A gera@o de objetosde umacole@o que satishzemdeterminadagpropriedade® um
problemabastanteestudadona literatura de Algoritmos, Combinabria e Teoria dos
Grafos [Byskov, 2003 D.Eppstein2005 Johnsoretal., 1988 MakinoandUno, 2004
Tomitaetal., 2004 Tsukiyamaetal., 1997.

Conhecemsbicliguesde um grafoé til nasolu@ode problemasmareascomo
linguagendormais e aubmatos,ordensparciais,inteligénciaartificial e redesde com-
putadoregPrisner 200J. Alémdessasymaareaguenaturalmenteompreenddastante
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aplica®eseé a propriateoriadosgrafos. Bicliquessao emprgyadasna caracterizag@o de
certasclassede grafos,comografosbipartidoscordais[GolumbicandGoss,1978. A
enumerag@odasbicliquesde um dadografo constituium procedimentauxiliar no reco-
nhecimentade certasclassegsle grafos[Prisner 1997. Resultadosle limites superiores
parao numerode bicliquesde um grafoforam estabelecidopor Prisner[Prisner 2000.
No casogeral,0 nimerode bicliquesde um grafo& no maximon®/2(1.618034)" + O(1).
Paraum grafo da classedosgrafosbipartidosé demonstrad@ue o nUmeromaximo de
bicliquesdeé&2™/2,

[Alexeetal.,2004 mostraramcomo um algoritmo paragerartodosos conjun-
tos independentemaximaisde um grafo pode ser usadoparagerartodasas bicliques
nao induzidasde um grafo. Além disso, descrgeram um algoritmo espedico para
enumerago dasbicliquesnao induzidasde um grafo, com resultadosie tempoempiri-
camentemelhoresdo que o obtido pelatransforma&ao descrita. Contudo,esteultimo
nao representowmamelhoriada compleidadeanaitica. Além disso,0 mesmorequer
espao exponencial.[Kloks andKratsch,1993 descrgeramum algoritmoparalistar to-
dasashbicliquesde um grafo bipartido cordalem tempopolinomial, enquantaque Epp-
stein[Eppstein,1994 descrgeu um algoritmo paragerarasbicliquesnao induzidasde
grafosde arboricidaddimitada. Em ambosos casosps grafospertencena classesom
nimerode bicliquespolinomialemn, o nUmerode vérticesdo grafode entrada.

1.3. Publicagdesrelativasa Tese

Durante o curso de doutorado produzimos os seguintes trabalhos: On the gen-
eration of bicliques of a graph [Diasetal.,20043; Geneating bicliques of a
graph in lexicographic order [Diasetal.,2009; Geneating all non-induced bi-
cliques of a graph [Diasetal.,2004; The stable marriage problem with restricted
pairs[Diasetal.,2003; Stablemathingswith restrictedpairs[Diasetal., 2001]; Casa-
mentosestiveiscomcasaisforcadose casaisproibidos[Dias andSzwarcfiter 2000;

Obsenamosquedoisartigosforamaceitogparapublica@onarevistaTheoetical
ComputerScience e que um artigo est submetidoparapublica@o na revista Distrete
Applied Mathematics Estasduasrevistasesfio classificadagomo peribdicosqualis A
pelaCAPES.

2. Problemasde bicliqgues NP-completos

Nestase@o, consideramoslois problemasde decifio: PARTE DE BICLIQUE e
MAIOR BICLIQUE LEXICOGRAFICA. Os teoremasl e 2 estabelecengue am-
bossaoNP-completosNosdoiscasosatravésde umatransformaaopolinomialdo bem
conhecidgroblemade SATISFATIBILIDADE.

Dadoum grafo G = (V, E), dizemosque S C V & parte de uma biclique
B=XUYseS=XouS =Y. A sguir, definimoso problemade decisio rela-
cionado.
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PARTE DE BICLIQUE
Entrada:GrafoG = (V, E), subconjuntdS C V.
Pegunta:Existebicliguede G comparteS?

Teoremal DadoumgrafoG = (V, E) eumsubconjuntes C V, @ NP-completalecidir
seS épartedeumabicliques

SejamS e T dois subconjuntoglie um conjuntoordenado.Diz-seque S € lexi-
cograficamentenenorque™’, seocorreumadassegyuintessitua®es: (i) sejaj aprimeira
posi@oemaque S e T' sdo discordantesnestecasos; < t;; ou (ii) osprimeiros|S| e-
lementosde T' coincidemcom os elementosie S e |S| < |T'|. O problemade decigio
relacionada descritoabaixo.

MAIOR BICLIQUE LEXICOGRAFICA
Entrada:GrafoG = (V, E), biclique B e umaordemtotal nosvérticesde V.

Pegunta: B € amaiorbicliquelexicograficade G?

Teorema2 Dadoumgrafo G = (V, E), umabiclique B, e umaordemsobe V, & Co-
NP-completalecidir se B &€ a maior bicliquelexicograficade G

Estesproblemassao relevantesquandoconsideramoslgoritmosde gera@o de
bicliques. Em particular a NP-completudedo problemaMAIOR BICLIQUE LE-
XICOGRAFICA implica a inexisténciade um algoritmo polinomial paradeterminar
amaior biclique lexicograficade um grafo,a menosque P = NP. Consequentemente,
nao existe um algoritmo com atrasopolinomial paragerarasbicliquesde um grafoem
ordemlexicograficareversa.

3. Geragdode bicliques

Osalgoritmosapresentadasestase@o,surpreendentementeyntrastanibbastanteomos
resultadospresentadaosa se@o anterior Descre#emosa seguir um algoritmoquedado
um grafo G e um conjuntobipartidocompletoB - proprio ou ndo - forneceem tempo
polinomialamenorbicliquelexicograficade G contendaB. Mostramosaindacomoeste
algoritmopodeserusadoparaencontrara menorbiclique lexicograficade G. Em uma
dasprincipaiscontrituicdesdestatesefornecemosum algoritmo que geraas bicliques
de um grafo em ordemlexicografica, que requertempoO(n?) entrea enumerago de
duasbicliquesconsecutiasem suasdda. Até o momentonao eraconhecidonenhum
algoritmoeficienteparaa gera@ode bicliques(induzidas)emum grafoqualquer

3.1. Algoritmo para gerar a menor biclique lexicografica

SejaG = (V, E) um grafo, cujosvérticesttmumaordenadototalemV = {1,...,n}.
Dado um conjuntobipartidocompletoB = X UY, com X # (), o algoritmoMBLB
retornaa menorbiclique lexicografica B’ de G que coném B, ou B’ = (), casonao
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existabicliguede G contendoB. Representamagsor B* a menorbiclique lexicografica
deG. A primeirafasedoalgoritmoMBLB encontrao menorconjuntobipartidocompleto
proprio B’ contendoB, casoexista. Casocontiario, o algoritmoretornaB’ = (). Na
segundafase 0 algoritmoestende3’ aum conjuntobipartidocompletoproprio maximal
de@G, isto &,umabicliqguede G. Nasduasfasespsveérticessao consideradosmordem
crescentep quegaranteque B’ sejaa menorbicliquelexicograficacontendaB. A fim de
encontrarB*, amenorbicliquelexicograficade G, bastaaplicaro algoritmoMBLB com
B=XUY,X ={k} eY =0, ondek &o menorvérticendoisoladodeG.

A compleidadedetempodo algoritmoMBLB & O(n?). E facil ver quequalquer
opera@o descritano algoritmo, tanto na primeiracomo na sggundafase,podeserrea-
lizadaemtempoO(n) paracadavéerticeexaminado.Comocadavérticeé consideradmo
maximoumavez,o algoritmopodeserimplementad@mtempoO(n?).

3.2. Geragao de bicliques em ordem lexicografica

SejamB umabicliquede G e B; = BN {l,...,j}. Dizemosque B; & fracamente
maximal se ndo existe biclique B’ # B tal que B’ coném B; U {{}, paraalgum
¢ e {1,...,5}\ B;. Estabelecemoa seuinte caracterizg&o: B & a menorbiclique
lexicograficade G see somentese B; é fracamentenaximal,paratodoj € {1,...,n}.

O algoritmodescritoa seguir, tendocomoentradaum grafoG = (V, E) euma
ordena@ototalsobreosvérticesdeV, enumerasbicliquesdeG emordemlexicografica.

Algoritmo GBOL
Entrada: Grafo G = (V, E), ordenagao sobre V
Saida: Enumeracdo de todas as bicliques de G em ordem lexicografica
Encontre a menor biclique B* de G
Q<+ 0
Inclua B* nafila @
Enquanto @ # 0 faca
Retire a menor biclique lexicografica B=X UY de @
Enumerar B
Para cada veértice j € V' \ B faca
X; (—Xﬁ{l,...,j}
Y; < Yn{1,...,j}
Repita duas vezes
Se X; N N; #00UYjﬁNj # P entdo
X} (X5 \ N;) U {5}
Vi < Y;\N;j
Se X; UY] é fracamente maximal entéo
Aplique MBLB e encontre a biclique B’ contendo X; UY}
Se B' £0 e B' ¢ () entdo inclua B’ em @
Troque os conteGdos de X; e Y}
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Teorema3 Dadoumgrafo G = (V, E), o algoritmo GBOL enumea todasas bicliques
de G emordemlexicografica.

Idéiada Prova: O algoritmoGBOL usao algoritmoMBLB paraencontrarB*. SejaB’
umabicliqueincluidaem( dentrodo lago

Enquanto @ # ) faca
naitera@oj apbsumabiclique B = X UY serlistada.Nessecaso,B’ @amenorbiclique
lexicograficacontendoX; U Y/, onde X} = (X; \ N;) U {j} eY] = ¥; \ Ny, para
algumj € V' \ B quesatishzX; N N; # B ouY; N N; # . Como B; & fracamente
maximal, conclimosque B; = X;UY/. ComoX;NN; # BouY; N N; # 0, a
primeiraposi@oi < j naqualasbicliquesB e B’ saodiscordantesatishzi € B\ B'.
Consequentementd’ & lexicograficamentenaior que B. Além disso,umabiclique &
listadaquandoé a menorlexicograficaem ). Logo, asbicliquessao listadasem ordem
lexicograficaestritamenterescente Sendoassim,nenhumabiclique & enumeradauas
vezes.A prova de quetodasasbicliquessao listadasé feita por indugio na extensio da
lista de bicliguesenumeradasA primeirabiclique listadapeloalgoritmoé B*. No caso
geral,sejaB = X UY, B # B*, aproxima biclique na ordengaéo lexicograficadas
bicliquesde G. Demonstramogue B € () nestaocasaoe que,nessecaso,B seil esco-
Ihida peloalgoritmocomoa proximaa serlistada,o queconcluia prova. A idéiacentral
eidentificarumabiclique B apartirdaqual B éincluidaem(@, casoB ¢ Q. =

O Teoremad mostraqueo algoritmoGBOL dispendeempopolinomial entrea
sddadeduasbicliguesconsecutrasnaordeng@olexicogragica.

Teorema4 O algoritmo GBOL enumea asbicliquesde G comtempode atrasopolino-
mial O(n?).

Id éiada prova: Ao listarumabiclique B, o algoritmoGBOL realizaO(n) tentatvasde
gerarbicliquescontendaB;, atravésde chamadasucessiasdo algoritmoMBLB. Como
umaexecu@o do algoritmo MBLB requertempoO(n?), a diferen@ de tempoentreas
sddasde duasbicliquesde G listadasconsecutiamentepeloalgoritmoGBOL & O(n?).
O mesmdimite detemposeaplicatantoparagerara menorbicliquelexicograficacomo
apos listar a maior biclique lexicograficade G. Portanto,asbicliquessao geradasom
atrasgpolinomial O(n?) .=

4. Geragaode bicliques naoinduzidas

SejaG = (U U W, E) um grafo bipartido. Entao toda biclique nao induzidade G &
uma biclique (induzida), sendoque uma das partesest totalmentecontidaem U e a
outratotalmentecontidaemW. A seguir mostramosomoum algoritmo parageraras
bicliguesde um grafo bipartidopodeserusadoparagerarasbicliquesnao induzidasde
umgrafoG = (V,E). Dadoum grafoG = (V, E), ondeV = {1,...,n}, o grafo
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bipartidoG’ & constriado do seguintemodo: G’ consistede dois conjuntosndependentes
U={uy,...,un} eW = {wy,...,w,}, respectamentepndedoisveérticesu; e w; Sa0
adjacentesee somentese(s, j) € E. Claramentegxisteumacorrespon@&nciaum-paa-
doisentre asbicliquesnaoinduzidasde G e asbicliquesdeG'.

4.1. Propriedadesde bicliques em grafosbipartidos

SejaG = (V,E) um grafo bipartido, com partidesU = {uy,...,u,} e W =
{wn,...,w,}. Denotamogpor B = X U Y um conjuntobipartido completoproprio
deG talqueX C U eY C W. Denotamogpor U; o subconjunto{u,...,u;} deU.
PorG,, o subgrafode G = (U U W, E) induzidopor U; U W, comj < p. PorB;, o
conjuntode bicliquesde G;. OsLemas5 e 6 indicamcomoobterasbicliquesde B; a
partirde B;_;. Estesresultadosaousadogaragarantirquetodabicliquede G é listada
exatamentaimavezpeloalgoritmo.

Lema5 SejaB = X U YumabicliquedeG,_,. Entdo, ao considearmosas bicliques
de G, ocorre exatamentaumadente as seguintessitua@des: (i) B ¢ B;. Nestecaso,
temosY” C N,; e(X U {u;}) UY € B;. (ii) B € B;. Nestecaso,temosY” Z N,,;. Alem
disso,seY N N,, # 0 etodowuy, € {uy,...,u;} \ X satisfazN,, 2 (N,, NY), enfio
(X U {’LL]}) U (Y N Nu]) € Bj. [ |

Lema6 SejaB = X UY umabicliqueemB; \ B;_;. Entao ocorre exatamentauma
dente as seguintessituades:(i) X = {u;}. Nestecaso,N,;, € Y’ paratodabiclique
B' = X'UY' emB;_;. (i) X D {u;}. Nestecaso,(X \ {u;}) U F(X \ {u;}) €uma
bicliquedeB;_; =

A sgyuir descreemoso algoritmoparalistar asbicliquesde um dadografobipar
tido, usandaosLemasb e 6.

Algoritmo BIC(X,Y, )
Entrada: Grafo bipartido G = (V, E), biclique B=X UY de G;_1
Saida: Enumeracdo das bicliques B= X UY de G,

tal que j € o menor vértice em X.

Sej >pentdo Enumerar B=XUY ...occoiiininninnnnn. {B € Gp}
Senéo
Se N,; CY entéo Tree[j] « falso ......c.ccceunen. {Lema 6(i)}
SeY C N, entdo BIC(X U {u;},Y,j +1) ............ {Lemas 5(i); 6(ii)}
Sendo BIC(X,Y, 5 4 1) oo {Lema 5(ii)}
SeY N N,; # 0 entdo
f=0

Parau, & X ek < j faca
Se Ny, 2 Ny, NY entéo f :=1
Se f =0entao BIC(X U {u;},Y N Ny;,j + 1) ...{Lemas 5(ii); 6(ii)}
Chamadaexterna do algoritmo BIC:
Parai =1 até p faca
Se N, # 0 e Tree[i] entdo BIC({u;}, Ny,,i + 1)
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Teorema7 SejaG = (V, E) umgrafo bipartido,com|V| = n e |E| = m. O algoritmo
BIC lista todasasbicliguesde GG, exatamentaumavez,comtempode atrasopolinomial
O(nm). Alemdisso,0 espao total requeridopeloalgoritmoé O(n?).a

Quandoconsideramoglassesde grafos com numero polinomial de bicliques
enfioosalgoritmospropostopodemserimplementadoparaexecutaremtempopolino-
mial. Entreasclassesonhecidagomnimeropolinomialde bicliquesestioa classedos
grafosbipartidosconvexos e a classedos grafosbipartidosbiconvexos. Demonstramos
tambem comoa estruturagparticularde cadaumadasclasseslos grafosbipartidoscon-
vexose dosbipartidosbicorvexospodeserutilizadaparareduziro atrascentrea gerag@o
deduasbicliques,reduzindca compleidadede tempototal do algoritmoBIC.

5. Conclusao

Nestatesede doutoradotratamosda gera@o de bicliguesde um grafo e da complei-

dadecomputacionatlesteproblemacombinabrio. Comocontribuicao original, estatese
propde algoritmoseficientese provasde NP-completude.Demonstramosjue 0s prob-
lemasPARTE DE BICLIQUE e MAIOR BICLIQUE LEXICOGRAFICA sioam-
bosNP-completosApresentamoslgoritmoseficientegparaos seguintesproblemasiy1)

gera@o de bicliquesinduzidasde um grafo em ordemlexicografica; (2) gera@o de bi-

cliguesnaoinduzidasdeumgrafo;(3) gera@odebicliquesdegrafosbipartidosconvexos
e bipartidosbicorvexos.

Reportamogjuenao ha men@o naliteraturaa exisénciade algoritmoseficientes
paraagera@odebicliquesinduzidasemgrafosgerais hemparaasclassegspeciaigqui
abordadasPoroutrolado, 0 algoritmopropostoparaa gera@o de bicliquesnaoinduzi-
dasemgrafosgeraispossuicompleidadeassintoticamentmelhordo queum algoritmo
recentementeeportaddAlexe etal., 2004. Quandoconsideramoslasseslegrafoscom
nimeropolinomialdebicliquesenio osalgoritmospropostogpodemserimplementados
paraexecutaremtempopolinomial.
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